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XXX. 


SOPRA LE FUNZIONI PERMUTABILI DI 23 SPECIE 
E LE EQUAZIONI INTEGRALI 


« Rend. Acc. Lincei », ser. 53, vol. XX;, I9I1;; pp. 521-527. 


1. Consideriamo le funzioni finite e continue 


Sr(£) fa (A) ef (A); P: (x), Pa (x) ret Pa), 


quindi poniamo 
So: E) d = ws, 


e supponiamo che il determinante delle X,; sia diverso da zero. 
Formiamo adesso le funzioni 


» à 


(1) F (æ, y) = È; È, tifi (2) 9: (9) 
a) ®(,9)= S, S, bf 0.09) 


Se operiamo sopra F e ® una composizione di seconda specie © otterremo la 
funzione 


n n 


FO ,)=L Laf@e 0), 


‘ essendo 


Cis = Za Za dig dat bas. 


Per rappresentare questo scriviamo le sostituzioni 


iris Arty aia iih dix Bratt, dia 
(1) fe pi TA : (2) oe learn ina) 
Anı y Anas **, Ann, resin 
A dii Aa ldots bit) Ca) 
Antico © estero 
Anin Aaa 3° °8, dan] Cni , Cna °°°, Cnn) 


(1) Questioni generali sulle equazioni integrali ed integro-differenziali. «Rend. Acc. 
Lincei », seduta 20 febbraio 1910, [in questo vol. XXIII, pp. 311-322], $ 8. 
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ed avremo 
C= AAB, 
ove il secondo membro denota il prodotto delle tre sostituzioni A, A, B. 
Ne segue che la condizione necessaria e sufficiente per la permutabilità 
di seconda specie delle funzioni (I) e (II) è espressa da 


(5) AAB= BAA n 


2. Ciò premesso osserviamo che la relazione precedente è equivalente 
q 
all'altra 


(5°) (AA) (AB) = (AB) (AA), 
dunque, condizione necessaria e sufficiente per la permutabilità di seconda specie 


di F e ® è che le sostituzioni AA e AB siano fra loro permutabili. 
Nella ipotesi in cui B si riduca all’identità, cioè 


o \ 
B = da 1h | = 
coli si 
e quindi 
(6) Dlx, y) = EA 9;(9) 
la condizione precedente si riduce a 
AA SAA, 


ossia che /e sostituzioni Ae A siano fra loro permutabili, mentre se A = 1 
essa diviene 


AB=BA, 


ossia che siano permutabili le sostituzioni B ed A. 


3..Ho studiato la questione della permutabilità delle sostituzioni nei 
Preliminari della seconda parte della mia Memoria: Sui fondamenti della 
teoria delle equazioni differenziali lineari ©. 

Rimando quindi alla suddetta Memoria per la trattazione del problema 
di trovare tutte le sostituzioni permutabili con una data sostituzione. Perciò 
nota la funzione (II) potremo avere tutte le funzioni della forma (I) permutabili 
di 22 specie con essa. 


4. Nella Memoria adesso citata ( ho dimostrato il teorema seguente: 
La condizione necessaria e sufficiente affinché le sostituzioni permutabili con 
una data sostituzione siano permutabili fra loro è che i divisori elementari della 


- 


(2) «Memorie della Società Italiana delle Scienze (detta dei XL) », ser. III, tomo XII. 
[In queste «Opere»: vol. secondo, XXX, pp. 383-451]. 
(3) Preliminari, $ 6. 
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sostituzione data siano potenze di basi tutte differenti fra loro. Quando questa 
condizione è verificata ho chiamato la sostituzione elementare. 

Ne segue che Za condizione necessaria e sufficiente affinché tutte le funzioni (1) 
permutabili colla (II) siano permutabili fra loro è che il prodotto delle sostitu- 
zioni AB sia elementare. 


5. Vogliamo dare subito una applicazione dei precedenti risultati ad 
una questione di equazioni integrali. 

Supponiamo AB elementare e siano F,, Fi, Fa,::-, Fn, m +1 funzioni 
della forma (I) permutabili di 2° specie con (II): esse saranno permutabili 
fra loro. 

Proponiamoci il problema di trovare una funzione F, avente la for- 
ma (I) e permutabile con (II), la quale verifichi l'equazione integrale di 
grado m 


(III) Ë, Ë” + PaPe eat Fao. 
Posto 


F; = È, È, af fi (1) 0: (9), 


ALA 0) 


Qir , Arz , , Ar n 
(4) (h) A) 
Az = Qr , Qaz , ’, Miei ; 
(4) (A) (4) 
niy nz,” y Ann 


dovremo avere 
(Ia) (AA) AA)" + (AA) (AA)"-!+ (AA) (AA)m=2 +... 
rr (Abano) (AA) AT: AAm =Q, 


Ora, riducendo le sostituzioni AA, , AA; ,-- +, AAm, AA, alla forma 
normale 4 potremo scrivere 


AM Tr O II Ray. 


AA = TIL RA (T, 


f (4) Sui fondamenti della teoria delle equazioni differenziali lineari. Parte prima. «Me- 
morie della Società Italiana delle Scienze (detta dei XL)», ser. III, vol. VI. [In queste 


«Opere »; vol. primo, XV, pp. 209-290], Preliminari, $ 2. Vedi anche Parte seconda (prec. 
citata), Preliminari, $ 6. 
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nr 
ove ‘ 
UO ,9 AARE >, \ 
(2) (1) 
Kh,g, %h,g ,0 A nO 
Ry e= < (X La) (1) 
A,g pen » Uke pista o 
ET] (Xy 2) (1) 
pa Lor ia » %h,8 j 
(1) 
Xg ,0 3,0 , ,0 \ 
(2) (1) 
Xe ; Xg ,0 , O | 
Rist lio (1) / 
£ eta , Ke A VO \ 
ah a Emo È BABE ici), (1) 
CAE 3 E einas 
mentre 


Xi Fiat: + =, 


e T è una sostituzione a determinante diverso da zero. Ne segue 
(7) RogRe + RigRe + Rae Re +-+ Rag Re + Rmg=0, 
(gus. 2 i 


Potremo dunque prendere «{ eguale ad una qualunque delle radici 
della equazione algebrica di grado m 


(8) ARAE E ai Lol ga Lei pal, rx +0 = 0. 


Ottenuto «p, i valori di «®’ , «x, - --, a, tali che la (7) sia soddisfatta, 


si calcoleranno risolvendo successive ecialrizioà lineari. 

Le diverse sostituzioni AA, e quindi le diverse A, che verificano la (III) 
si avranno dunque mediante la risoluzione di equazioni algebriche (8) di 
grado m e di equazioni lineari, e a seconda delle combinazioni delle varie 
radici delle equazioni (8) si otterranno altrettante soluzioni. 

Ad ogni sostituzione A che verifica la (III 4) corrisponderà una funzione 
F che soddisfa l’equazione integrale (III). 


6. Sia ora Y (x, y) una funzione qualunque permutabile di 23 specie con 
la (II). Poniamo 


rs SILICIO] (x) fs (y) dx dy, 
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In virtù della permutabilità avremo 
[LE DELA ONORE YENE E bh OR, 
sn; 


a f for @f (4) dx dy PE E, y) Zi E, dis fi (1) ps (E) dE, 
vale a dire 


E; Es bi | [E DUI © dr dE f o, (Sd 


= E; E bu fpa (Sida f [YED OLO ddy, 
d’onde | 
(9) EBA = ABE. 
Scriviamo 


F (x,y) = En Za marfa (x) p(y) + O , y) 


colla condizione 


13 
f [OEN oS) dedy =0 (#,85=1,2,0°-; #). 
o o 
-Posto 
[Mai Miz )° s Min 
Mar Mai 3° si 
ont Lt 
Manr , Mn )° Mnn j 
sarà 


E = AMA. 
Quindi, in virtù della (9), 
(AM) (AB) = (AB) (AM), 
onde la funzione 
Da Ermar fa (x) 9a (Y) 


sarà permutabile colla (II) e perciò anche ® sarà permutabile colla (II), cioè 


fo (4°, E) DX br fi (€) Ps (y) dE =fx; x; bis fi (x) Ps (6) © (E , y) di. 
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Moltiplicando per fa(y) dy e integrando fra o e I si avrà 


[aOd fO (EE Ei Er bufi Ep dE 


DEE bff [OE DOA) ddy =o, 
ovvero url I 
E ba (0 E DAE (E= i2 eA). 
Ne segue, supposto il determinante della sostituzione BA diverso da zero, 
(10) foa,pi®4&=0 (Prali 2; 0, n). 
In modo perfettamente analogo si ha 
(10°) (PE.Nne®d=o (=1,2,:::,7). 


Ora la funzione più generale che soddisfa le (10) e (10°) è (9 


n 


(11) 0(x,y)=Q(x,y)-X;X. maA A 


I I 


I uro faee od 


+ Tk Za fa (x) Pa (y) Z; Ls Hi sf (E , n) Ps OJ: (n) dé dn ’ 


ove 
Hirr s Bra ttt, Hib 
Har sian 10%" Mar = AT! 


Unir p Uno °°, Mnn) 


e Q (x, y) è una funzione arbitraria. Prendendo dunque la funzione più gene- 
rale della forma (I) permutabile di 2% specie con (II), ottenuta colla regola 
delle sostituzioni permutabili, e aggiungendovi la (11) si otterrà la funzione 
più generale ¥ (x ,y) permutabile con (II). 


(5) Cfr. LAURICELLA: Sopra alcune equazioni integrali. « Rend. Accad. Lincei», seduta 
7 giugno 1908. 
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7. Ritornando alla equazione integrale (III) di grado 7, osserviamo 
che, se alla soluzione F, avente la forma (I), aggiungiamo la funzione ® otter- 
remo sempre, in virtù delle relazioni (10) e (10'), una funzione che soddisfa 
l'equazione integrale stessa, ed avremo così la funzione più generale permu- 
tabile con la (II) che vi soddisfa. 


8. Se prendiamo 
J: (x) = gi (x) GA L, 2a nA) 


e supponiamo che queste funzioni siano normalizzate, sarà A = I e 
D(z, y) = È È, befi OS O), 


F (x,y) = Ý; $, anfi (0f (9). 


Quando le funzioni f, ,fa,**',fa fanno parte di un sistema normalizzato 
fisfait >, fs (essendo N > x), otterremo delle funzioni ® che verificano le 
(10) e (10') prendendo 


N N 
O = Di De ge fi) f (9), 
nt+i nti 
ove le gis sono costanti arbitrarie. È facile estendere il risultato al caso N = co. 


9. Mi sono permesso di presentare le precedenti osservazioni in occa- 
sione della pubblicazione dei risultati eleganti e di notevole interesse dovuti 
al prof. SINIGAGLIA. 

Mi sembra che, ponendo in luce il collegamento della questione delle 
funzioni permutabili di 23 specie con quella della permutabilità delle sosti- 
tuzioni, si riconosca la vera natura del problema e si possa penetrare nella 
sua intima essenza. Nel tempo stesso possono così anche ottenersi varie esten- 
sioni e delle applicazioni del problema medesimo come abbiamo veduto 
nel $ 5. 

Vi è poi da osservare che i metodi che servono per le funzioni permu- 


tabili di 14 specie sono diversi da questi, applicabili alle funzioni permutabili 
di 22 specie. 
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